9.2.7 Nezavislé jevy |

Predpoklady: 9204

Pr.1: Predpoklddej, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je stejnd jako pravdépodobnost
narozeni divky (a tedy v obou piipadech rovna 0,5) a neni ovlivnéna genetickymi
dispozicemi rodict. Najdi mnoZinu v§ech moznych vysledkl rozeni déti v rodinéch
se tiemi détmi. Urci pravdépodobnosti nasledujicich jevi:

a) Jev A: ,,nejstarsi dité je hoch* b) Jev B: ,,prostiedni dit¢ je divka*
c¢) Jev C: ,,vSechny tii déti jsou hosi*
Urc¢i také pravdépodobnosti jevi (A N B) , (A N C) a (B N C) . U kazdého pruniku

rozhodni, zda je v béZném smyslu mozné povazovat jevy, ze kterych je sestaven, za
nezavislé.

. Pfi sestavovdni mnoziny vSech vysledkdi musime zohlednit:

-+ potfebujeme znét pofadi déti, kviili uréeni pravdépodobnosti jevii A a B,

. » vSechny vysledky by mély byt stejné pravdépodobné (coz neplati pro vysledky ,,dvé
' divky a jeden hoch* a ,,tfi hosi®),

- = mnoZinou viech vysledki budou uspoiddané trojice z pismen A, d, kde prvni misto

- znamend pohlavi prvniho ditéte, druhé misto pohlavi druhého, tfeti misto tfetiho.

- Q={(nnhn).(hhd),(hd.h).(d.hh),(hd.d).(dhd).(d.dh)(dda)

a) Jev A: ,,nejstarsi dité je hoch*

A={(hh ), (hhd),(hd,h),(hd.d)} = P(A)=§=%
b) Jev B: ,,prostiedni dité je divka‘
- B={(h.d.h),(hd.d),(d,d.h),(d.d.d)} = P(B):g:%

¢) Jev C: ,,vSechny tii déti jsou hoSi‘
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- Cc={(n.n.n)} = P(C) =3

" Nezdvislé jevy: jevy, které se neovliviiuji.

 Jev (A N B) : ,,prvni dité je hoch a prostiedni je divka*

An B={(hd.h),(hd.d)} = P(AmB)=§:%

- Jevy A, B jsou nezévislé, skute¢nost, Ze se jako prvni narodi chlapec, nem4 vliv na pohlavi
- druhého ditéte.

Jev (A nC ) : ,,prvni dité je hoch a vSechny tFi déti jsou hosi
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- Anc={(hhn)} = P(AnC) =2

Jevy A, C nejsou nezavislé, protoZe se nemohou narodit tfi hoSi bez toho, aby prvni dité byl
i hoch.
' Jev (B C): ,prostredni dité je divka a viechny tFi déti jsou hosi*

BnC=0 = P(BmC)=g=0



- Jevy B, C nejsou nezdvislé, protoze kdyZ bude prostfedni dit¢ divka, nikdy se nenarodi ze tf{
1 déti tfi hosi.

Pravdépodobnost, Ze ,,prvni dité je hoch a druhé dité je divka* miiZzeme urcit i jinak. Pfiblizné
polovina rodin mé jako prvni dité hocha a z této poloviny pak polovina rodin m4 jako druhé

dité¢ divku = pravdépodobnost jevu (A N B) je tedy: %B;— = i

Rozebereme si vyznam jednotlivych ¢lenti: % =P (A), % =P (B), % =P (A N B) .
7da se, ze plati vzorec: P(A N B) = P(A) D’(B) .
Plati tento vzorec i pro jevy A, C? P(A N C) =é Z P(A) DD(C) =

Podobné¢ vzorec neplati pro jevy B, C: P(B N C) =0# P(B) D’(C) =

Zavér: 7da se, ze pokud jsou dva jevy A, B nezavislé, pravdépodobnost P (A N B) toho, Ze

nastanou oba, ziskdme jako soucin pravdépodobnosti P(A) a P(B) .

Ve skute€nosti je to jeste jinak. ,,Nemit vliv** neni matematicky termin a tak nemiiZeme timto
zpusobem rozhodovat, zda jsou dva jevy nezdvislé. Rozhodnuti je pak mozné ucinit pouze na

zéklad¢ toho, zda vzorec P (A N B) =P (A) P (B) plati nebo ne. = Nejenze pro nezavislé
jevy miZeme pouZzivat vzorec P (A N B) =P (A) [P (B) , ale dokonce platnost tohoto vzorce

rozhoduje o tom, zda jevy mlizeme povazovat za nezavislé.

Rekneme, Ze jevy A, B jsou nezavislé, jestlize plati P(A N B) =P (A) I]D(B) .

Pr.2: Ve tfetim ro¢niku gymndzia propada ve ¢tvrtleti v praméru 5% studentii
z matematiky, 2% studentt z fyziky a 1% studentti z obou pfedmétti. Rozhodni, zda
jsou jevy ,.student propadne z matematiky* a ,,student propadne z fyziky* nezdvislé.

Uvedena procenta vyjadiime jako pravdépodobnosti: P (M ) =0,05, P (F ) =0,02,
- P(M nF)=0,01.

Dosadime do vzorce: P(M n F)=P(M)P(F).

- 0,01#0,0500,02=0,001

- Jevy ,.student propadne z matematiky* a ,,student propadne z fyziky* jsou zévislé (coZ neni
' nic prekvapivého).

Pr.3: U ndhodného pokusu z prvniho piikladu rozhodni nejdiive odhadem, poté dosazenim
do vzorce, zda jsou nezavislé dvojice jevi:
a) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné®, E: ,.tfeti se narodi hoch®,
b) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné®, F: ,,pohlavi prvniho a tietiho ditéte je
stejné*,
¢) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné®, G: ,,pohlavi vSech tii déti je stejné®.

i Ur¢ime potiebné pravdépodobnosti a dosadime do vzorce.



- a) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné*, E: ,.tFeti se narodi hoch*
+ Jevy D a E jsou zfejm¢ nezavislé.
- Jev D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné* .

D={(hhn).(hhd).(d.d.h).(d.d.d)} = P(D)=

|~
| =

Jev E: ,tfeti se narodi hoch®.
- E={(hh.h).(h.d.h),(d.h,h),(d.d,h)} = P(E) =% =%
Jev D n E: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné a tieti se narodi hoch®.

Do E={(hhh).(d.d.h)} = P(DnE):%:i

Vzorec: P(D N E) :P(D)D’(E):iZ%E};— = jevy D a E jsou nezdavislé.

' b) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné*, F: ,,pohlavi prvniho a tfetiho dit&te je
| stejné“

' Jevy D a F by mohly byt nezavislé.

- Jev F: ,,pohlavi prvniho a tietiho ditéte je stejné*.

F ={(n.h.h),(h.d.h),(d.h.d).(d.d.d)} = P(F) =% =%
Jev D n F : ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné a pohlavi prvniho a tfetiho ditéte je stejné®.

Do F={(hnh).(dd.a) = P(DnF)zgzi

Vzorec: P(D N F) = P(D) D’(F) :i:%% = jevy D a F jsou nezavislé.

' ¢) D: ,,pohlavi prvnich dvou déti je stejné*, G: ,,pohlavi viech tii déti je stejné

- Jevy jsou zavislé, pokud neni pohlavi prvnich dvou détf stejné, nemohou mit stejné pohlavi
» vSechny tii déti.

- Jev G: ,,pohlavi vSech t¥{ détf je stejné*.
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| G ={(h.h.h),(d.d.d)} = P(G) S77

- Jev D n G: ,pohlavi prvnich dvou déti je stejné a pohlavi vSech i déti je stejné*.

DnG={(hhh).(dd.d)} = P(DnG)=§=i
Vzorec: p(D n G):P(D)@(G):lilgl— = jevy D a G nejsou nezavislé.
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Pedagogicka poznamka: Zici sice maji napsanou podminku pro nezavislé jevy, spocitany
piiklad, ale pfesto maji tendenci v pfedchozim piikladu nic neovétovat, spocitat
pravdépodobnost priniku soucinem a prohldsit jevy za nezavislé.

Dodatek: Podobné¢ jako mlizeme urcit, zda jsou nezdvislé jevy A, B pomoci vzorce
P(A N B) = P(A) D’(B) , mtiZzeme rozhodnout i o nezavislosti tif jevii A, B, C.
Jevy A, B, C jsou nezdvislé, prave kdyZ jsou nezavislé:
a) kazdé dva z nich (= plati vzorce P(A N B) = P(A) DJ(B) ,
P(AnC)=P(A)P(C) a P(Bn C)=P(B)P(C)),
b) vSechny tfi jevy dohromady (= plati vzorec



P(AnBnC)=P(A)P(B)P(C)).

Analogicky je mozné urcovat nezdvislost vice jevl nez tii.

Pr.4: Hézime modrou a bilou kostkou. Cislo, které padne na modré kostce, znaCime m,
¢islo na bilé kostce b. Rozhodni, zda jsou nezavislé jevy:
a)jevA: m+b=7 ajevB: m=3, b)jevC: m+b=9 ajevD: m=4,
c)jevC: m+b=9 ajevE: m>3, d)yjevF: m+b=11 ajevG: m#5.

Pti hodu rozliSujeme barvy kostek = mnoZzinou v§ech moZnych vysledkii bude mnoZina

' viech usporadanych dvojic ¢isel 1 az 6.

(1) (12) (13) (B4) (L5) (16)
(1) (22) (23) (24) (25) (26)
;Q_ (1) (%2) (33) (3%4) (3:5) (3:0)
() (42) (43) (%4) (45) (46)
| (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)

(6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

‘a)jevA: m+b=7 ajevB: m=3
P(A) : moZnosti, jak ziskat soucet 7: 7=4+3 = 2 moznosti, 7=5+2 =2 moZnosti,

7=6+1=2 moznost1:>P(A)—£:l.
! 36 6
P(B) : moznosti, kde m =3 cely tieti fadek tabulky = 6 mozZnosti = P(B) :3_66 =é.

P(A N B) : moznosti, jak ziskat soucet 7a m =3: jedind moZnost (3;4).

P(AnB)=—

1

Dosadime do vzorce pro ndsobeni pravdépodobnosti: P (A) P (B) = P(A N B)

1
6 6 36

1 ) ) .
=— = jevyA: m+b=7 aB: m=3 jsou nezdvislé.

b)jevC: m+b=9 ajevD: m=4
- Zdanlivé stejny priklad jako v piedchozim bodg.
P (C) : moZnosti, jak ziskat soucet 9: 9 =4+5 = 2 mozZnosti, 9 =6+3 = 2 moZnosti =

4 _1

P(C)=—=-.

P(D) : moZznosti, kde m =4 : cely ¢tvrty fddek tabulky = 6 moZnosti = P (D) = 5 = r

1
36

P(C N D) : moZnosti, jak ziskat soucet 9 a m =4 : jedind moznost (4;5) =

P(CnD)=—

Dosadime do vzorce pro ndsobeni pravdépodobnosti: P (C ) [P (D) = P(C N D) .

ilgl_l

=—# L = jevy C: m+b=9 aD: m=4 nejsou nezdvislé = nckdy je doopravdy

96 54 36
1 t&zké doptfedu odhadnout, zda jsou jevy zdvislé Ci ne.



' ©)jevC: m+b=9 ajevE: m>3
P (E ) : moznosti, kde m >3 : cely Ctvrty, paty a Sesty fadek tabulky = 18 moznosti =

18 1
PlE)=—==
. ( ) 36 2
P(Cn E):moinosti,jak ziskat soucet 9 a m >3 : tfl moZnosti (4;5), (5;4), (6;3) =
P(CnE)=i:i.
! 36 12

Dosadime do vzorce pro ndsobeni pravdépodobnosti: P (C ) [P (E ) = P(C nE ) .
1 E—]l— _ 1

D — ——;'fi = jevy C: m+b=9 a E: m>3 nejsou nezdvislé.
19 2 18 12

d)jevF: m+b=11 ajevG: m#*5

P(F): moznosti, jak ziskat soucet 11: 11=6+5 = 2 moZnosti = P(F) :3_26 :%.
P(G) : moznosti, kde m # 5: vSechny fadky tabulky krom¢& patého = 30 mozZnosti =
P(G)= 30_5

; 36 6

. P(F n G): moznosti, jak ziskat soucet 11 a m#5: jedind moZnost (6;5) =

| 1

CP(FNnG)=—.

| ( ) 36

Dosadime do vzorce pro ndsobeni pravdépodobnosti: P (F ) D’(G) = P(F N G) .

i i£=i¢i = jevy F: m+b=11 a G: m#5 nejsou nezavislé.
118 6 108 36

Dodatek: Skutecnost, Ze jevy A, B v bodu a) jsou nezavislé je velmi prekvapiva. Na prvni
pohled se zd4, Ze padnuti 3 na modré kostce musi zvétsit pravdépodobnost, Ze
padne soucet 7, protoZe 3 modré kostce je podminkou jedné z dvojic, které
k souctu 7 vedou.

Kdyz si vypiSeme vSechny moznosti jak soucet sedm dosdhnout:

(1;6);(2;5) ; (3;4);(4;3) ; (5; 2);(6;1) vidime, Ze pro kazdou moZnost, kterd padne
na modré kostce, existuje prave jedna moznost, co muze padnout bilé kostce, aby

se soucet rovnal 7. SkutecCnost, Ze padne libovolné ¢islo na modré kostce tak nijak
neovliviiuje pravdépodobnost toho, Ze na obou kostkdch dohromady padne soucet

. 1
7. Ve vSech ptipadech je pravdépodobnost souctu 7 rovna — (tedy

pravdépodobnost toho, Ze na €ervené kostce padne jedno konkrétni ¢islo, které
potfebujeme k tomu, abychom doséhli souctu 7).

strana 172/cvic¢eni 32

Pr.5: Petikova:
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Shrnuti: Dva jevy jsou nezavislé pravée tehdy, kdyz pravdépodobnost toho, Ze nastanou oba
najednou, se rovnd soucinu pravdépodobnosti, Ze nastane kazdy z nich.



